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Resumen 
En este trabajo presentamos la teoría de categorías y funtores con sus 
definiciones, propiedades y ejemplos. Seguidamente definiremos términos como 
caminos, homotopías de aplicaciones, y el grupo fundamental. Concluimos el 
primer capítulo con la construcción del Grupo fundamental de la esfera unitaria 
utilizando el método de A.W.TUCKER En el segundo capítulo iniciamos con la 
teoría de homología y con las definiciones de homología de grupo singular. 
Concluimos con aplicaciones del grado topológico algebraico a problemas, 
También demostramos dos importantes teoremas como lo son el Teorema 
Fundamental del algebra y el Teorema de punto fijo de Brouwer utilizando teoría 
de homotopía. 
Abstract 
In this work we present the categories and funtors theories with its definitions, 
properties and examples; followed by the definitions of the terms: paths, 
homotopy applications, and the Fundamental Group. We conclude the first 
chapter building the Fundamental Group of the unitary sphere, using the A.W. 
Tucker method. In the second chapter, we begin with the Homotopy Theory and 
the definitions of the Singular Group of Homology also, we demonstrate two 
important theorems, such as, the "Fundamental Theorem of Algebraic", and the 
"Browe?s "Fixed Point theorem", using the homotopy theory. 
INTRODUCCIÓN 
En esta investigación daremos una presentación de algunos conceptos 
básicos de la topología algebraica desde el punto de vista de la teoría de 
homotopía. Definiremos la teoría de grado topológico desde un enfoque 
algebraico con sus propiedades .Por consiguiente, el trabajo de tesis se refiere a 
la teoría de homotopía y la teoría de grado topológico algebraico .El trabajo 
esta compuesto por dos capítulos que a continuación detallaremos: En el primer 
capitulo daremos las definiciones teoremas y proposiciones necesarias para 
desarrollar la teoría de homotopía como lo son categorías funtores caminos, 
relaciones de equivalencias entre caminos 	para finalizar con el Grupo 
Fundamental. En el segundo capítulo desarrollaremos la teoría de Homología, 
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En Matemática, una categoría viene dada por dos tipos de datos una clase de 
objetos y, para cada par de objetos X y Y, un conjunto de modismos de X a Y. 
Los morfismos son frecuentemente representados como flechas entre esos 
objetos. En el caso de una categoría concreta, Xy Yson conjuntos de cierto tipo 
y un modismo f es una función de X a Y que satisface alguna condición; este 
ejemplo origina la notación f- X -* Y. Pero no toda categoría es concreta, por 
tanto estos no son los únicos tipos de morfismos. 
Definición 11.1. Una categoría consiste en: 
• una clase de cosas llamadas objetos. (Una clase es "más' que conjunto 
a una clase propia no le permitimos ser elemento de ella misma). 
• y para cada par de objetos A y 8 un conjunto Mor (AB) de cosas llamada 
Modismos de A a B. Sif está en dicho conjunto Mor(A,B), escribiremos 
f A-.B 
• para cada tres objetos A, [3 y C hay una operación binaria Mor(A,B) x 
Mor(B,C) -* Mor(A,C) llamada composición de modismos. 
La composición defA -> 8 y  g: B-> Use escribe así: g o  o bien gf 
De tal manera que se satisfacen los siguiente axiomas 
• (asociatividad) sifA -*8, g: B-4 Uy h:C-+ D entonces ho(gf) (hog)oJ. A -D 
• (identidad) para cada objeto fi existe un modismo 1: fi -* 13 llamado 
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modismo identidad en B, tal que para todo morfismoj?A —.B se tiene ]B oj — f y 
si h: B— C, entonces hola = h. 
Definición 1.1.2. Dado dos morfismosJ? A —*1? yg B —frA tales que gof= 'A, 
g es llamado un inverso ala izquierda de/yfes un inverso a la derecha de g. 
De estos axiomas se puede probar que se tiene sólo un modismo identidad 
para cada objeto.Si la clase de objetos es solamente un conjunto, no una clase, se 
dice que la categoría es "pequeña". Existen importantes categorías que no lo 
son. Cada categoría es presentada en términos de sus objetos y modismos. 
Ejemplo 1.1.1. La categoría Top de todos los espacios topológico junto a las 
funciones continuas, que constituyen los morfismos. 
Ejemplo 1.1.2. La categoría Set de todos los conjuntos junto a las funciones 
entre los conjuntos. 
Ejemplo 1.1.3. Un conjunto parcialmente ordenado ( P,2s,) es una categoría 
pequeña cuyos objetos son los miembros de 1', y los modismos son las flechas 
desde x ay cuando ocurre que x :s'y 
.1.2. Funtores. 
Definición 1.2.1. Los funtores son aplicaciones entre categorías que 
preservan la estructura. 
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Definición 1.2.2. Un funtor (covariante) E de la categoría C a la categoría Ji 
• asocia a cada objeto Xen G un objeto F(X) en D; 
• asocia a cada modismo fi X —Y un morfismo EW:  F(\) —+ F('Y). 
cumpliendo el siguiente par de propiedades 
• FOx) = ' F(x) para todo objeto Xen C. 
• F(g of) = F(g) o F(f) para todos los morfismosJ? X -*1', g: Y -*Z. 
Definición 1.2.3. Un funtor contravariante E de C a Ji es un funtor que da 
la vuelta a los modismos (esto es, si  X Yes un modismo en C, entonces F(f) 
Efl') - F(X) la manera más rápida de definir un funtor contra variante es dar 
un funtor covariante entre «"(categoría dual o categoría opuesta) y D. 
Una consecuencia importante de los axiomas para funtores es esta: sif es un 
isomorfismo en (7, entonces Ef) también lo es en D. 
Ejemplo 1.2.1. Álgebra de las funciones continuas es un funtor 
contravariante desde la categoría de los espacios topológicos (cuyos modismos 
son las aplicaciones continuas) a la categoría de las álgebra asociativas reales, 
es dado asignando a cada espacio topológico X el álgebra (7(X9 de todas las 
funciones reales continuas sobre tal espacio. 
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Cada aplicación continua f' X -* Y (modismo en la categoría de espacios 
topológicos) induce un homomorfismo de álgebras C(f): C(Y) -> C(X) mediante la 
regla C(/)(qi) = çof para todo en C'}9. 
Ejemplo 1.2.2. Grupo fundamental. Considera la categoría de los espacios 
topológicos "puntos base", con "puntos distinguidos". Los objetos son los pares 
(XÇx), donde X es un espacio topológico y x es un elemento de X Un modismo 
desde (Xx) hacia (ly) viene dado por una aplicación continua f X -* Y tal que 
fiffi = y. El cual va a ser un funtor de la categoría de los espacios topológicos con 
puntos base hacia la categoría de los grupos y homomorfismos de grupos. 
Definición 1.2.4. Un subespacio A de X es llamado un retracto de X, si la 
aplicación inclusión 1: A cX tiene una inversa a la izquierda en la categoría de 
espacios topológicos y aplicaciones continuas. O sea A es un retracto de Xsi y solo 
si existe una aplicación continua r: X -*A tal que rol = 'A [ Esto es r(x) = x para x E 
Al. Tal aplicación r es llamada una retracción de X a A. 
1.3. Caminos 
Definición 1.3.1. Denotaremos por Ial intervalo [0,11 Un camino de P a Q en 
un espacio topológico X es una aplicación contínuaf 1 - X tal que f(0) =P, ,f(/)-Q. 
Los puntos P y Q son llamados extremos del camino. Y con mas precisión f (0) 




El caminofes la aplicación y no la imagenf(I). En general pensaremos en el 
parámetro i como el tiempo, con lo quef(t) será la posición en Xen el instante ,t 
Definición 1.3.2. El camino inverso, denotado pora' es la aplicación definida 
por a * (t) —a(]-t), LE/en X Elcamino inverso a', recorre a aen sentido contrario. 
Ejemplo 1.3.1. La función continua f(í) =e" es un camino del punto 1 sobre el 
eje real al punto -1. El movimiento es uniforme alrededor del extremo izquierdo del 
círculo unitario. La inversa esf' (i) = e3Tt)  
FIG.2 
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La siguiente definición nos presenta dos caminos tales que el punto final del 
primero coincide con el punto inicial de segundo, nos da un nuevo camino que 
consiste en unir los caminos dados. 
Definición 1.3.3. (compuesta) Sean a y/Idos caminos sobre X, talque a(1) = 
¡3(0) definimos una aplicación (a */3) I- Xpor 
a(21) si 0:5-a~2 
/3(21-I)si 4~/J</ 




Nótese que hay que escribir 2/y 2t-I para que a y ,6 se recorran el doble rápido 
(en el primer medio segundo y en el segundo medio segundo, respectivamente) y 
así a fi se recorra en el tiempo unidad. La continuidad de a 	fi es fácil de 
verificar, por el lema de pegado. 
Lema 1.3.1. (pegado). Supongamos que X= A U II donde A y B son cerrados 
en X Supongamos que f: A-->Y y g: B—'Y continuas yf(x) = g(x) para cada 
xeAnB.Entonces existe una función continua h :X—Y talque h(x)=g(x) siempre 
que x E A y h(x)=g(x), siempre que XE 13. 
Prueba : Supongamos que Ces un subconjunto de Y Luego 
h'(C) = f'(C) ug' ((). 
Dado que fy g son continuas,f' ((7, g- 1(C) son cerrados en X (dado que A y 13 
Son sub-espacios cerrados en A'). Así h' (C) es cerrado en X. 
Ejemplo 1.3.2. Sean w, wbaminos con w (t) = e2 y w'(t)21-I, luego: 
c2 siOj5/< 
(w *')(t) = 
41-3 si 	j5~t <1 
observese que 4t-3 =2(2t-I)-1 
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Definición 1.3.5. Un espacio X se llama conexo por camino si todo par de 
puntos distintos pueden ser unidos por un camino en X 
Definición 1.3.6. Un camino a es cerrado si a(0)=a(1). Si a(0)= a(J)=x 
decimos que a es un camino con punto base x 
Fig.4 
a(o) = a(J) = P. 
En otras palabras un camino es cerrado si el punto inicial y final coinciden 
Definición 1.3.7. Sea xex; el camino constante denotado por e, es la 
aplicación e1:J->Xdefinida por e/,9=  x para todo leí 
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1 .4.Homotopía de aplicaciones. 
El problema central de la topología es el de decidir si dos espacios 
topológicos son o no homeomorfos. En Topología Algebraica, se usa el 
siguiente modelo de procedimiento para solucionar esta cuestión: dado un 
espacio topológico X, se le asocia un objeto algebraico A(X), de modo que 
si Ves otro espacio homeormorfo a X, el objeto algebraico A(Y) adjudicado 
a Y por el mismo procedimiento resulta ser isomorfo a A(x). Es decir, A(.) 
es lo que se llama un invariante topológico. Así, estos objetos algebraicos 
permiten detectar cuando estos das espacios topológicos 	no son 
homeomorfos, si los invariantes asociados a uno y al otro no son 
isomorfos. Se pasa de objetos topológicos a algebraicos. 
Definición 1.4.1. Una homotopia sobre un espacio topológico xes una 
aplicación continuaf /O,/Jx[O,/] —X tal que las aplicaciones f(s,o) yf(s,i) son 
constantes. 




Definición 1.4.2. SeanJ yj5 funciones continuas de Xen Y, decimos quef0 yj7 
son homotópicas si existe una función continua. 
FI: XX I-*Y, 
tales que para cada x en X: 
JI(x,O)=Jo(x) 
H(xj) =f)(x) 
es decir, si podemos unir f0 y f1 mediante una familia continua de funciones 
continuas /f ) dada por f(x)= H(x, t) la cual es una aplicación continua. De esta 
forma, podemos pensar en el parámetro t como el tiempo, entonces en el tiempo 
t=O tenemos la aplicación J y cuando t varia la aplicación ,t varía continuamente 
de tal forma que al tiempo t =1 obtenemos la aplicación fi. 
Por esta razón se dice que una homotopía es una deformación continua de una 
aplicación La aplicación fi se llama una homotopia entref0 yf y lo denotaremos 
por ff. 
Ejemplo 1.4.1. Sea jT S' -> R 2 la aplicación inclusión natural, y sea g: 
la aplicación constante con g(9 (0,0) para todo x eS'. Estas dos aplicaciones 
son homotópicas. Sea F. S'x [0,11 -* 1?2 definida por E «x, y), 1) ((J-O x, (1-1) y,). 
Entonces E es continua, porque es una composición de adiciones y 
multiplicaciones. 
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Además F((x, y), o) = (lx, iy) = (x, y)=f(x,y). y F((x, y,i)) = (, Ox) = (0,0) g(x, y). 
Lema 1.4.1. La relación de homotopía entre caminos con los mismos 
extremos es una relacán de equivalencia. 
Prueba 
a. Seat? S: -*1' una aplicación continua. 
Definamos una homotopía 
F: Sx[O,11-*T 
Por F(x, t) =f(x) para todo t. Entonces P(x,0) =1(x) y F(x, 1) =f(x). Luego f.f. 
b. Sean f g dos aplicaciones continuas, F(x, o) =/(x) y F(x, i) = g(x), además 
definamos 
G:Sx[O,1J -*T 
por G(x,r) 	1(x,]-t). 
Entonces G(x,0) g(x) y G(x,i) =1(x). 
Así F(t,t) es una homotopía entre [yg, y F(v,1-t) lo es entre g yf 
c. Sea E: Sx[O,l 1/->T una aplicación continua tal que F(x,O) f(v) y F(x, 1) g(x), y 
sea G: -+ S x [O, 1J -*T una aplicación continua tal que G(x,O) = g(x) y G(x, 1) -h(x) 
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Definamos otra aplicación continua II: Sx(O, 1) -y T por 
F(x,21) Si 0:!~tj5~ 1 2 
H(x,t)= 
G(x,21-1)si -:5~t~I 
es una homotopía entref y h. ü 
Definición 1.4.3. Se dice que dos caminos a y fi son equivalentes si a y fi 
son homotópicos relativamente a 1 0,1 }.En este caso escribiremos a'-fi. Por lo 
tanto, los caminos a, /3: I—>Xson equivalentes si existe una función continua 
F:IxJ— X talque 
F(t,O)= a(t), F(t,/)=/Ja), para tEl 
F(O,s[ a(0)= fi(0), J'(t,J)= a(J);i /3(1), para ¡el 
En otras palabras dos caminos son equivalentes si se puede deformar uno en el 
otro de forma continua manteniendo fijos los extremos. 
Definición 1.4.4. Seaf A' --> Y una aplicación continúa. La clase de homotopía 
de g es el conjunto de aplicaciones continuas que son homotópicas a g. Esto es 
[gJ={fX -* Y/fgJ. 
Denotaremos por [al la clase de equivalencia del camino cx. 
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Definimos ahora un producto de clases de equivalencia de caminos por: 
[a] *[J3]=[a* /31 
Lema 1.4.2. Si a 0 -]3', tales que cr0 (1) = /J (0) y  
entonces: 
rM*fio a1 */Ji 
Proposición 1.4.1. Seana,/ly yCaminOs en  Entonces 
(a) ([a]e[fl])*[y] [a]s([fi]*[y]) 
(b) [e]s[a]=[a]=[a]* [eJ 
(c) [a] *[a'] =[a]*[a]= [es] 





4 (a.2) (a *(/3*y»(O; /J(4t-2) 
2(4-3) 	- < / ,i 
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Queremos encontrar una homotopia entre (1) y  (2) para ello nos auxiliamos del 
siguiente diagrama: 
a 	 r 
-*1 
Fig.6 
ya que para s=o se aplica a cuando t e [0,3-], 
flcuandote [3-dl 
y cuando te [3 ,1], 
y para s=i se aplica a cuando t e [0,4], 
fl cuando i e[--J]. 
ycuandote [,1]. 
En el diagrama la recta que une al punto (,O) con el punto ( 3-,i) es la recta i= 
x + 1 
4 y la que une el punto (4,0) con ( 4 ,1) es la recta = 'y por lo que para un valor 
arbitrario de s: 
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a 	cuando (E [O, -1 1 
--- 
¡3 cuando  e['- } 4 , 4 
y cuando! e[92 ,lI 
Para encontrar la homotopía, tenemos que encontrar homeomorfismo lineales 
que manden a los intervalos [o,J], [21 s+2] [8+2 ,i] al [0,11 y componerlos con a 
y y respectivamente así 






,+2 	] —* [0,1 1 
	
r3- 1 	 
así tenemos 
F (t, & = 
a( ) 
/3(4-s 1) 
o s/ ~ st! 




F(o, s) = a(o) 
E(i, s) = xO) 
Por lo tanto ((a*/*y) (t)(a*) (t). 
Entonces el producto de clases de equivalencia es asociativo. 
(b) Considerando 
F(t, s) = 
o~t< (2-s) 
(2-x) 	
t < 1 
se tiene que ct(tómese s-to) y ases (tomese s=i) son homótopos.Un razonamiento 
simétrico cambiando en la fórmula anterior í por ;-i y a por a* prueba que U / e,* a 
tambien lo son. 
2. 	Definiendo 
a(21s) 	o ~( < 
- 2 
a(2s(l-t,)) 	- <t 3:1 
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se tiene Ft,o = e't y F(1,1) =(a * a) '!), de donde [al* [aa] =[e]. Cambiando t por 
1-1 se tiene [ a']*[ a ] [e]. 
Luego hemos demostrado que el conjunto de clases de equivalencia de 
caminos en X tiene estructura de grupo. Li 
Definición l.4.5. Se dice que dos espacios X y Y son del mismo tipo de 
homotopías si existen aplicaciones continuas j?X-Y y g X -* Ye tales que 
gof1x:X-frX 
fog 	1 y Y -* Y 
Las aplicacionesf y g son llamadas equivalencias homotópicas. 
Ejemplo 1.4.2. La esfera de dimensión ti-], S ={xeR"/ lIxII =;] y el espacio 
1?" 01 son homotópicamente equivalentes. 
Seaf w -l_  R"\{o) la inclusión y g: río] 	dada por g(x)= x/IjxM . Tenemos 
que g 0  =1: S'- 5fl y E: R"\{oJ x ¡ -* R"\{o) dada por F(x,I) = x /tixI -0+1 es 
una homotopía entre la identidad de R'\{o] yfo g 
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Definición 1.4.6. Se dice que un espacio X es contractible si es 
homotópicamente equivalente a un punto. Intituivamente un espacio es 
contráctible si puede deformarse en sí mismo a un punto. 
Ejemplos 1.4.3. 
• El espacio Euclideano t 
• Em-disco cerrado ¡Y=/xet/ lxii .:5-1) 
• El n-disco abierto F2=(XER"/Iixji <1) 
Ejemplo 1.4.4. Si S es un espacio conteniendo un solo punto, luego S y R son 
homotopicas equivalentes. Definamosj? R—*S una función constante, y g: S--> R 
la función que solo toma un punto en Sel O sobre R. La compuestafog: S—.S es 
la aplicación identidad sin embargo g of R ->R es la función constante a O. Lo 
que se desea es probar que todas las funciones de R—R son homotopicas y 
así concluir que g efes homotópica a la identidad. 
Seanf g: R -->R dos funciones continuas. Definamos 
F: Rx[O,]J-+R 
F('x,t) = (i-t)f(x)+tg(x). Entonces F es continua por ser la compuesta de funciones 
continuas, F(x,O) =(I-O)f(x) + O =f(x) y F(x,I) = O + ¡ g(x) =g(x). Por tanto Fes una 
homotopía entrefy g. U 
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Definición 1.4.7. Seaf X--> Y una aplicación, una homotopía nula def es una 
homotopía def a una aplicación constante, se dice que es nuihomotópica y la 
homotopía entre ambas se dice que es una nuthomotopía. Denotado porfO. 
Teorema 1.4.1. Seaf-+ Y continua y sea Po e S. Las siguentes afirmaciones 
son equivalentes. 
(a)f es null homotópica. 
(b)f se puede extender continuamente al disco E" 4 ' 
(c)f es nuli homotópica relativa a Po. 
1.5. Grupo Fundamental 
Definición 1.5.2. Sea X un espacio topológico y sea x0 eX Se llama Grupo 
Fundamental de X denotado por 'r j (X, Xc al conjunto de clases de equivalencias 
de caminos cerrados con base en X0, bajo la relación de homotopía , dotado de la 
ley de composición .Es importante señalar que el conjunto de clases de 
equivalencia de caminos tiene que ser cerrado con base en X0 porque el 
producto de estos dos caminos esta siempre definido y tiene una única identidad, el 
camino constante e. 
Explícitamente ,zX,x0) = ([ a] /a: /0,1/ ->X continua, a('O) = a(1) =xJ 
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Teorema 1.5.1. El Grupo Fundamental de un espacio conexo Hes abeliano y 
si w, w'son caminos cerrados en el punto base, entonces [w]s[w ] = [ji o (w,w)] 
donde ji es la aplicación multiplicación en el espacio H. 
Por las propiedades demostradas anteriormente en la proposición 1.4.1 tenemos 
el siguiente teorema. 
Teorema 1.5.2. El conjunto 7r1(Xx0) es un grupo bajo el producto de clases de 
equivalencias de caminos con punto base X0 EX 
LEMA 1.5.1. Un espacio contractible es n-conexo para todo n 2>o. 
1.5.2. CONSTRUCCIÓN DEL GRUPO FUNDAMENTAL IVI (S1, Po) 
SIGUIENDO EL METODO USADO POR A.W.TUCKER, CUANDO 
y P0 1. 
La aplicación exponencial exji: R - S'se define por exp (t)=e2 ", exp es continua, 
exp(t J +)=exp(t /).ex(/ 2) (cuando el lado derecho es la multiplicación de números 
complejos) y exp(t1)=ex02 ) Si y solo Si 11-t7 es un entero . Luego exp 1 (-14, '/) es un 
homomorfismo de el intervalo (-14,14) sobre S'-(e "). 
Así Iog S'-{e'") -* (-14, 14) es la inversa de exp &2,  ½) 
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Definición 1.5.2.1. Un subconjuntoXc R"se llamará estrellado con respecto a 
el punto XQ EX, si siempre que xeX, el segmento de línea cerrado [x0,x] de x0a x 
esta incluido en X 
Observación: todo conjunto estrellado con respecto a un punto es conexo. 
Lema 1.5.2.1. Sea X compacto y estrellado con respecto a x0 E X. Dada 
cualquier aplicación continuaj? X-+S1 y cualquier 10 e R tal que exp(t0)=f(x0,), existe 
una aplicación continuaJ': X -*R talque f(x0)=10 y expqf(x)) =f(x) para todo xeX 
Prueba: Claramente podemos trasladar X que esta estrellado con respecto al 
origen; sin pérdidas de generalidades asumimos que x0=0. Puesto que X es 
compacto, / es uniformemente continua y existe g >0 talque si x - x <t luego 
f(x) - f, w1 2 [Esto es f(x) y fiX ') no son antipodes en S']. Dado que X es 
vecindad, existe un entero positivo n tal que 11x11/n <t para todo xeX, luego para 
cada 0</<n y todo xeX 
	
11 C+1)x/n-Jiln = 
también 
	
JÚ 1)xln)-J(jx/n) 11<2 
Se sigue que el cociente .t(Ü J)x/n) / fúJn) es un punto de S' - {e'j Sea gi: X-. kS' 
[e'11) para 0~j~n la aplicación definida por g1(x)=((/i-I)xln / JÚx/n)) Luego para todo 
X EX vemos que J(v) =f(gjx)g ¡ (x). g,j (x). 
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Deflnamos[:X- R por: 
f(x)=t0+log(g0(x»+Zog(gj(x»*... +log(g,,j(x)) 
f' es ¡asuma de n+J funciones continuas deXa R. luego f' es continua 
Claramente, f(0»t0 y exp(f'(xj)=f(x)- 
Lemal .5.1.2. Sea Xuri espacio compacto y estrella yf, g': X--> R aplicaciones 
tal que expof'=expog' y f'(x=g'(x0) para algún X0 EX. Entonces J'=g'. 
Prueba supongamos que h=f-  g X-* R. Dado expoJ'=expog', expo h es la 
aplicación constante de X en p0. Por lo tanto h es una aplicación continua de X a 
R, tomando solo valores enteros. Como Xes conexo, h es constante, dado que 
h(x0)Opara todo xeX. 
1.6. Grado topológico en la esfera unitaria 
Sea a:!- S'un camino cerrado en Po , como íes estrellado en el punto o y 
a(0)p0 =exp(0), se sigue por lemal.5.1.1. que existe a':! -,'J? talque a(o) y exp 
a'a por lema 1.5.1.2. a' esta caracterizado de manera única por esta 
propiedad, como exp.(a'W) =p0 se sigue que a7;) es un entero. Definimos el 
grado dea, por deg a= a'(i} 
Lema 1.6.1. Sean a y fi caminos cerrados homotópicos en en el punto 
entonces deg a=deg /3. 
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Prueba Sea F: lxi 5I  una homotopía relativa en 1 de a a fi, como IX 1 
es un conjunto estrellado de R2 con respecto a (Go), se sigue por lema 1.5.2.1. 
que hay una aplicación F: ¡XI -* R talque F(o,o)=o y ex o F'= F. Dado que F es 
una homotopia relativa a F(o,t) = F(I ,t)=P0 para todo t El Por lo tanto F(O,t') y 
F(¿t) toman solo valores reales para todo CE L luego F'(o,t) y F'(i,t) debe ser 
constante porque F'(o,o)=o, F'(o,O=o para todo tel Sean a', fl':I-* R definamos 
por a'a)=F'(t,o) y 6'(t)=F'(t,i). Luego a'(o)=o y expoa'=a Por lo tanto deg a=' 
De manera similar fl'(0)  =0 y expo/3'=,6, así deg fi =fl'(i) = 
E'(1,i). Porque F'(i,t') es constante, F'(i,ü)=F'(í,i) y deg a=deg fi • 
Existe una buena definición de la aplicación deg de ,r j(Sp0) a Z definida por deg 
[a]=deg a cuando aes un camino cerrado en 8' a el punto p, 
Teorema 1.6.1 La función deg es un isomorfismo deg: 4S 1, po) Z 
Prueba Sean a fi dos caminos cerrados en 8' en el punto Po  y sea afi el camino 
cerrado en el grupo producto de 5' por el teorema 1.5.1. [aJ* [fi] =[afl] . Sean 
a',fl-* R talque a'(o)=o, exijo a'=o /1'(o)=0 y expo fi '=- fi Luego a' -- fl':-* R es 
talque (a'+fl)(o)= afi. Por lo tanto deg([a]s[fl1)=4eg[aflJ =deg(a'+/J)-deg a + deg 
fldeg [a]±deg[flJ. Demostrando que deg es un homomorfismo. 
La aplicación deg es un epimorfismo, si n es un entero, existe un camino a,' en 
R definido por a'(z)=tn, así a=exp o a, . Luego claramente deg[ a] =a'(I)=n. 
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La aplicación deg es un monomorfismo; sea deg [a] =0 existe un camino 
cerrado cf en R en el punto O talque exp o a'=a. 
Dado que R es simplemente conexo (como este es contractible y por el 
lema l .5.1 .),ae0.Entonces exp o a' 	Por lo tanto a s y [a] es el elemento 
identidad de -ir(S', Po)- Li 
LEMA 1.6.2. El homomorfismo Sp0;S',p0]-+[S'S7es un isomorfismo. 
Prueba Sea  S'-> 8" y sea f(p) =e'6 para algún O~O~2,r Definamos una homotopia 
F:S" x J-S' por F(z,t)=J(z)e'°. Luego Fes una homotopia deja una aplicación f' 
talquef'(1y0)=po. Por lo tanto 
Supongamos quef(S', p0) -*61, p0) es tal que y[fJ,i=[ jj es trivial. Luego 
i- s' -ps' es homotópico nulo. Por teorema 1.4.1f es homotópico nulo relativo a 
y,,. Por consiguiente [f]p0 es trivial.Li 
Definición 1.6.1 Sean x, y dos puntos sobre la n-esfera 8". Si x=-y, luego x, y 
son llamados puntos antipodales 




Teoría de Homología 
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2.1. HOMOLOGÍA 
En esta sección introduciremos el concepto de teoría de homología lo cual es de 
importancia fundamental en el algebra topológica. Una teoría de homología envuelve 
una serie de funtores covariantes 1-4 a la categoría de grupos abelianos 
Definición 2.1.1 Un grupo diferencial G consiste de un grupo abeliano C y un 
endomorfismo d C--> C tal que dd = O. El edomorfismo des llamado el diferencial o 
operador vecindad de C. 
Hay una categoría cuyos objetos son grupos diferenciales y cuyos morfismos son 
homomorfismos que conmutan con los diferenciales. Para un grupo diferencial C 
existe un subgrupo de ciclos Z'«.) -=ker ay un subgrupo de vecindades B(C) = ¡ni d 
Porque ¿k9= O, B(C) cZ(C). La homología de grupos H(C) esta definido como el grupo 
cociente 
H(C) = Z(C)/B(C 
Los elementos de H(Ç) son llamados homología de clases - Si z es un ciclo, esta 
homología de clases en 1I"C) Es denotada por fz/ 
Un grupo graded C /C) consiste de una colección de de grupos abelianos C. 
multiplicados por enteros. Los elementos de Cgse dicen que tienen grado q. 
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Definición 2.1.2. Un grupo diferencial graded es un grupo que que tiene un 
diferencial compatible con la estructuta graded (esto es, el diferencial es de grado r 
para algún r). 
Definición 2.1.3. :Una cadena compleja es un grupo diferencial graded en la cual 
la diferencial es de grado -1. Así una cadena compleja C consiste de una sucesión de 
grupos abelianos C. y homomorfismos 
4 :C, -* C'qj  
indexed por los enteros tal que la compuesta 
Cq -i *C +Cqj  
es el homomorfismo trivial. Los elementos de Cq son llamados q~cadenas de el 
comp/ejo.La mayoría de las cadenas complejas consideradas tienen la propiedad 
adicional que C. O para q cO. Tales cadenas comp/e/a se dice no negativas 
Definición 2.1.4. Una cadena compleja libre es una cadena en la cual Cq es un 
grupo abeliano para todo q. 
Para una cadena compleja el grupo de ciclos Z(C) es un grupo graded que 
consiste de la colección (Z q(C) ker 4), y el grupo de vecindades B(C) es un grupo 
graded que consiste de /Bq(C) - im 41/ El grupo de homología H(C) es un grupo 
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graded que consiste de (H(C) = zq(C)/Bq(C)). 
Definición 2.1.5. Una aplicación cadena cC -* C entre cadenas complejas es un 
homomorfismo de grado O que commmuta con los diferenciales. Así t es una 
colección [tq: Cq-* C'} tal que la commutatividad se cumple 
Cq + Cq.i 
C q 3C'qi 
Es claro que existe una categoría de cadenas complejas cuyos objetos son cadenas 
complejas y cuyos morfismos son aplicaciones cadenas- Es tambien claro que si C y 
C' son dos objetos en esta categoría, hom(C,C') es un grupo abeliano. 
Si 'c: C —* C' es una aplicación cadena, esta induce un homomorfismo 
r H(C) -> 11(C) 
Este es el homorflsmo de grado O, tal que (r*)q (z>h (ç/z) ]para zE4(C) 
Definición 2.1.6. Un complejo simplicial K consiste de un conjunto {v} de vertices 
y un conjunto {s} de subconjuntos no vados de {v} llamados simplexes tal que 
(a) Cualquier conjunto consistiendo de exactamente un vertices es un simplex. 
(b) Cualquier subconto no vacio de un simplex es un simplex. 
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Un simplex conteniendo exactamente nf] vertices es llamado un n-simple.Un 
simplex es una generalización de un intervalo (1-simplex), un triangu$o(2-simplex) o 
un tetrahedro(3-simplex). Por ejemplo, la unión de dos puntos es un intervalo, la 
unión de tres puntos es un triángulo, la unión de cuatro puntos es un tetrahedro. En 
general, la unión de n puntos son los n vectores básicos estandares para R, 
entonces su unión es la (n-1) - dimensional simplex así 
((ti 	t,) ER"/tj f. 	jn ]yt,r2~O) 
En la categoría de simplicial complexes no vacío cualquier complejo simplicial P. 
consistiendo de un sólo vértice es on objeto terwinal. Sí k es un simplicial complex no 
vacío, la aplicación funtorial K-* P tiene inversa a la derecha Sin embargo la 
aplicación homologica inducida 11(k) —> 11(P) tiene inversa a la derecha, porque 
Hq()»O si q41? y T10(P) Z se sigue que existe un un epimorfismo e:Co(K) —+ ZtaI 
que a O. 
Definición 2.1.7. Una ampliación (sobre Z) de una cadena compleja C es un 
epimorfismo E 	—* Z talque &: (1 -X]o -Zes trivial. 
Definición 2.1.8. Una cadena compleja aumentada es una cadena compleja no 
negativa con ampliación. 
Sin embargo uinduce un epimorfismo & :110(C) -Z 
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Por lo tanto una ampliación cadena compleja tiene un grupo homológico no trivial en 
grado cero. 
La cadena compleja reducida É de una ampliación cadena compleja C esta definida 
como la cadena compleja definida por (q C q Si q4),Co= ker t y ¿4 
[note que cC) cC0 porque E4- O.Asi (es el kemel de la aplicación cadena u :C-* 
Z. Sí rC -* 	es una aplicación preservando la augmentation, z- induce una 
aplicación cadena ( --> ('entre su cadena reducida complejas . La homología de 
grupo H(C) es llamado la homología de grupo reducida de C y es denotatada por 
Ñ(C). 
Definición 2.1.10. Un n-simplex standar es un conjunto cuyos vertices son los 
vectores unitarios a lo largo del eje coordenado .El simplex estándar se denota por zf 
con zf {Üo 0 eI?1 /4 = ]yl,~Opara lodo i)cR', n~O. 
A° 
	
Al 	 A2 
Fig.6 
Definición 2.111. Un singular n-simplex en un espacio Xes por definición una 
aplicación cA' -X 
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INVARIANZA HOMOTÓPICA 
Para una aplicaciónf X -* Y, un homomorflsmof: C(X) -> C(Y) esta definida por 
composición en la cual una plicación aA" —X. A traves defse obtiene una n-singular 
f# =Jo- : ¿Y' -> Y, extendiendof, a traves def/2n1a) 2nf»q. 
Las aplicaionesf#: C,9 --> C'Y) satisfacenfá= üf 
Prueba: 	f4'(7) =jÇ(11(-1)' ci [v 	v. ,vJ) 
5J 
A si tenemos el siguiente diagrama 
	 c 
Fig. 7 
Tal que en cada cuadro la composición l#D es igual a la composción a f. Un 
diagrama de aplicaciones con la propiedad que cualquiera dos composiciones de 
aplicaciones comienzan en un punto en el diagrama y finalizan en otro y ademas son 
iguales es llamado un diagrama conmutativa En el presente caso conmutativo de el 
diagrama es equivalente a la relación conmutativaf4d= j# pero diagramas 
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conmutativos pueden contener triángulos conmutativos, pentágonos. El hecho que 
las aplicacionesf#: C,,'X) -C(9 satisfacen Jé= 5f, tambien se puede decir que f# 
define una aplicación cadena desde la cadena singular compleja X a la de Y La 
relación fá = Df,, implica que f# lleva ciclos a ciclos puesto que 3a= O por lo tanto 
4f»a) = f(Da) = 0 Tambien, f,, lleva vecindades en vecindades puesto que f,~(4) = 
¿?f/3). Por lo tantof,, induce un homomortismoft II(X) ->H'Y). 
Propiedades básicas de un homomorfismo inducido: 
(i) (ftzJ..=[g para una aplicación compuesta \ - 	 '-Esto, se sigue por la 
asociatividad de composición S -- 	 Y 
(U) ¡. = / donde 1 denota la aplicación identidad de un espacio a un grupo. 
Teorema 2.1.1. Si dos aplicaciones fg: X--> Y son homotópicas, entonces ellas 
inducen el mismo homomorfismo f = g, :H,(1k) - 11(Y). Esta demostración es 
inmediata es inmediato aplicando las propiedaes (i) y (U). 
Corolario 2.1.1. Las aplicaciones f:g: H(X) - II,( Y) inducida por una homotopia 
equivalente f? X - Y son isomorfas para todo it 
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2.2. Grado de la esfera en Sn 
Para una aplicación]? S' ->1S'1 ; n> O, la aplicación inducida]?, es una aplicación 
de H(S) en H(S) un grupo cíclico infinito sobre si mismo, por lo tanto es de la 
forma f. (a) = ti(a) para algún entero d dependiendo solo de f Este entero es 
llamado el grado de]? Denotado por degf 
Propiedades básicas del grado 
1. deg Id =1, es obvio puesto que L= 1 
2. degf = O, si no es suryectiva. 
Prueba: Si]? 57*S?  no es sobreyectiva , entonces hay algún punto x que no es 
imagen de f Sea x0 E 5 
" f(S) entonces f se puede factorizar como una 
composición de S"-* 5"- [x0) -+ 5" y I1(5" -(x0}) = O, puesto que 5" - { x0) es 
contractible. Por lo tantof, = O. 
2. degf O, si  no es suryectiva. 
3. sifg entonces degf= dcgg Es inmediato puesto quef. — g 
4. degfg = degf deg ges trivial puesto que (fsg) = f g. 
Prueba : grado de homotopias equivalentes es ±1 , O sea degf ±1 sif es una 
equivalencia homotópica. Comofg t1 entonces degf-deg gudeg Id- 1 
5. degf = -1 sifes una reflección de 5". Fijando los puntos en la sub esfera W./ y 
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intercambiando los dos hemisferios complementarios Podemos dar a S'1 una A-
estructura compleja con estos dos hemisferios como estos dos n-simples Al y A2 
y la n-cadena A,-A2 representa un generador de IP (250) así intercambiando la 
reflección Al y A2 envía este generador al negativo. 
6. La aplicación antipodal tiene grado (-if'. O sea -Id: s_s", x —-x tiene 
grado (-1)' 4' 
Prueba: sea r: S—> S, la aplicación refección donde r(x,..... x,1 . ¡) = (x,,.., -xi. 
Asi la aplicación antipodal es la composición de n+I reflecciones: 
-x =r,or2o ... or + ,(x). Cambian cada signo de una coordenada en 
7. Sifno tiene puntos fijos entonces dc'gf=(-/)" 
Prueba Seaf(x) ;~x entonces el camino desdef(x) a -x,definida por 
1' —* (I-Of(x)-tx para o ~t 2s~J no pasa a traves del origen. 
Por consiguiente sifno tiene punto fijo, la fórmula: 
J;(x) =[(J-I)t(x) - /x]//(I-t)Jt(x) - tx/ 
define una homotopia desde fa la aplicación antipodal- ti t
Teorema  2.2.1. Sn tiene campos continuos de vectores tançwntes no nulos si n 
es impar. 
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Prueba: Supongamos x —* v(x) es un campo vectorial tangente sobre S',que asigna 
a un vector xE&' el vector v(x) tangente a en x. En relación con v(x) como un 
vector a el origen en vez de un x,la tangencia apenas significa que x y v(x) son 
ortogonales en R' Si v(x) #o para todo x podríamos normalizarlo de modo que 
IV(x) 1 =1 para todo x reemplazando v(x) por v(x)/ 1 v(x) 1 ,asumiendo que esto se ha 
hecho, los vectores (cosz)x+(sent)v(x) con respecto al plano atravesado por x y 
v(x).Si t va de o a n obtenemos una homotopía f(x)=(cost)x+(sent)v(x) de la 
aplicación identidad de 5fl  a la aplicación antipodal -i Esto implica que deg(-1) 
=degl por lo tanto (-1) "'=J y n debe ser impar. 
Inversamente : si n es impar, sea n2k+1 podemos definir v(xjx2.....x2kf1,..,x2,) 
=(-x2,x / ..,x'k x14. Luego v(x) es ortogonal a x as¡ ves un campo vector tangente 
sobre 8"y 1 v(9I = 1 para todo xc 8". Li 
1 Una acción de un grupo sobre un espacio topológico X es un homomorfismo 
de G a el grupo Homeo(k) de homeomorfismos X -+ X y la acción es libre si en el 
homeomorfismo correspondiente a cada elemento trivial g de 6 le corresponde un 
homeomorfismo/ E Horneo (X) que no tiene punto fijo. En el caso de 5i1  la aplicación 











Proposición 2.2.1. Z2 es el grupo no trivial que puede actuar libremente sobre 
S si n es par. 
Prueba Dado que el grado de un homomorfismo puede ser ±1 una acción de un 
grupo G sobre 5" determina una función grado d:G-> 	Esto es un 
homomorfismo degfg = defdegg 
Si la acción es libre, por propiedad 7 de las esferas d envía todo elemento 
impar trivial de G a (-1) "'. Así cuando n es par, d tiene kernel trivial. 	Por 
consiguiente G cZ2. LI 
Ahora describimos una técnica para computar el grado lo cual puede ser 
aplicado a más aplicaciones en la practica 
Pongamos fis" -s" n > O, tiene la propiedad que para algún punto yeS', la 
preimagenf'(y) consiste de un número finitos de puntos x1,. ,X. Sean U1,..., Um 
vecindades disjuntas de estos puntos, tales que para una vecindad Vdey, fil]) c 




* 	fl»t'. S, "-x, i 	 ii,íV'. çrrILv)) 	 
Ir 	 1 
Fig.8 
Donde todas las aplicaciones son las obvias, en particular k yp1 son inducidos por 
inclusión. Los dos isomorfismos en la mitad superior del diagrama vienen de la 
separación, mientras que los dos isomorfismos de parte inferior vienen de 
sucesiones exactas de parejas- Estos cuatro isomorfismos, los dos grupos 
superiores en el diagrama pueden ser identificados con H(S") 	Z, y el 
homomorfismo superiorf, llega por el producto de un entero llamado el grado local 
defa x, denotado por degf 1 x. Por ejemplo si  es un homeomorfismo, luego y 
puede ser cualquier punto y hay solamente una correspondencia x,, así todas las 
aplicaciones en el diagrama son isomórficas y deg f k = deg f ±1 . Mas 
generalmente, sífaplica cada lA homeomorficamente sobre V, luego degf= +1. 
para cada L 
Proposición 2.2.2. degf 	degf 1 x1. 
Prueba Por eliminación, el término central H'1(S'Y -f'(y))  en el diagrama (*) es la 
suma directa de los grupos Hn(U j,Urx,)ZrxxiIç la inclusión del i-ésimo sumando. 
Puesto que el triángulo superior conmuta, las proyecciones de estas sumas 
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directas sobre los sumandos respectivos son dados por las aplicaciónes p. La 
conmutatividad del cuadrado establece la f,. del centro k/I) a degf / xb por lo tanto 
k1 (])=j(I)es llevada a Ejdegf 1 çLJ 
La conmutatividad del cuadrado inferior da la fórmula degffl degf 1 x. 
Ejemplo 2.2.1. Podemos usar este resultado para construir una aplicación 
S" 	Sn de cualquier grado, para cada n ¿1. Sea q:S'-* VKSW  la aplicación cociente 
obtenida por colapsamiento de k de bolas disjuntas B, en S a un punto, y sea 
P: VkSM- 5" identificando todos los sumandos a una sola esfera. Considérese la 
composición f=pq. Para casi todos los yES2 tenemos que f'(y) consiste de un 
punto x, en cada B,. El grado local de  a x1 es ±1 dado que íes un homeomorfismo 
cerca de x1  . Precomponiendo p con reflexiones de sumandos de Vk S " si es 
necesario podemos hacer cada grado local +1 o -1 cualquiera que deseamos-
Así 
s &
podemos producir una aplicación 9'S1 de grado ik. 
Ejemplo 2.2.2. En el caso de S', la aplicación f(z)=z" cuando vemos a como 
el círculo unitario en C, tiene grado k. Esto es evidente en el caso k=o puesto quef 
es constante . El caso k<O se reduce al caso PO por composición con Z-.Z', lo 
cuales una reflexión, de grado -1. Para calcular el grado cuando k>O, obsérvese 
primero que para cualquier yeS', f'(y) consiste de k puntos x,_,xk, lo cualf es un 
homeomorfismo local estirado por un arco circular a un factor de k. Este local 
estirado puede ser eliminado por una deformación def cerca de x1 que no cambia de 
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grado local así el grado es el mismo por la rotación de S'.Una rotación es un 
homeomorfismo de manera que el grado local a cualquier punto es igual a su grado 
global. Lo cual es +1 puesto que una rotación es homotópica a la identidad. Por 
consiguiente degf 1 x, = 1 deg[= k 
Definición 2.2.1. Dado un espacio topológico X. La suspensión de X, a menudo 
denotado por LV, esta definido como el espacio cociente X x [O, 1]/'. En la cual 
(x,O) (y,O)y(x,J) 'yl) para cualquierx,yeX. 
Proposición 2.2.3. deg Sf=deg [cuando ¶:S' 1 - 	es la suspensión de la 
aplicación  S"->S".  
Prueba Si Cg?  denota el cono (S'7 x I)/('x 1) con base S' = S? x  OcX", así (S/SC 
es la suspensión de L La aplicaciónf induce CL(CS", 2) —,'(C,S fl),  con cociente 
st. 
   
   
   
IL. 
  
Es lo natural de las aplicaciones vecindad en las largas sucesionesexacta del par 
(CSt,99 dada por la conmutatividad del diagrama de arriba. Por consiguiente siff, es 
multiplicado por d tambien sj; lo estan. 
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II('fc)) 
Observe que parafS'1-*S' la suspensión Sfaplica solamente un punto a cada 
uno de los dos polos de S''. Esto implica que el grado local de Sfen cada polo es 
igual al grado global de Sf Así el grado local de una aplicación 5" -->S' puede ser 
cualquier entero si n ~2, justo como el grado en si mismo puede ser cualquier entero 
cuando n >1. 
Teorema 2.2.2. Cualquier aplicación nulhomotopicaJ? S-> S" tiene grado cero. 
Prueba: Por invarianza homotopica es suficiente probar que cualquier aplicación 
constante tiene grado cero. Sea j- s1 	S' cuyo valor es CE 5' f  g tienen 
rangos reducidos a fc) Claramente tenemos que la inclusión i: fc) -*5" y que 
f= i o g - Sin embargo, observando a las aplicaciones inducidas sobre la 
homología tenemos que 
Fig. JO 
y puesto que vi 21, tenemos que II({cJ) O 
Es decir que J1,,(g) = O. Por lo tanto iI/a)=fJ((i)oI-I(g))(a)=H(i)=O 
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Teorema 2.2.3.SeaJ?S-+S'1. Supongamos que degf;i~ 1, entonces f(x)=-
para algún x. 
Prueba: Puesto que degf~ 1, deg af-/f', Así a tiene un punto fijo x. O sea 
x=af(x)=-f(x). Por lo tantof(x) = -x. 
Problema 2.2.1. Seanfy g :S' -+ S" aplicaciones continuas talquef(x)#g(x) 
para todo x. EntoncesjTt-g = aog donde a: 5S' - S2 es la aplicación antípoda¡. 
Solución : Comof(x)-;¿g(x) también j(x)-g(x)~1O. Definamos una aplicación 
(p (x) =f(x)-g(x) / f(x)-g(x) 
La siguiente aplicación 
Hj(x,t)= 	(I-t)f(x)t(f(x)-g(x)) / II 1(1-1)f(x)4-t(t(x)-9(x) 
es una homotopía entrefyg. 
Veamos el denominador, si 1=1, entonces 11 f(x)-g(x) 
	
no es cero por la 
hipótesis II (/-!)f(x) +i(/(x)-g(x)) 11=1 &)-lg(x) ~ 111 f(x) II -11 g(x) 111 = 1 i-t 1>0. 
Sin embargo H, es una homotopía fJg. 
Pero ahora definiendo 
(1-1)9(x) +t([(x)-g(x)) 11 / jJ (t-I)g(x)+ t(/(±)-g(x)) 11 
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Sea 11 tf(x)-g(x) 11 = 11 g(x)-tf(x) b1 111 g(x) 11 -tIl f(x) 11 1 = l 	>0. 
Así 112: -gf-g. Por lo tanto por transitividad f-g = aog 
Problema 2.2.2.Seaj?5"-C' nullhomotopica .Entoncesftiene un punto fijo y 
envía un punto a su antípode. 
Solución:Sifes nullhomotópica, entonces por teorema 2.2.2 tiene gradocero. 
Sin embargo, f(x)p~v para todo x entonces fJd, pero el grado degf= deg(-Jd)) = 
por invarianza homotópica, es una contradicción. Similarmente, sif no 
envía puntos a su antípode entoncesf/d así ftiene gradol.Lo cual es una 
contradicción. 
Teorema 2.2.4. (Fundamental del Algebra ) Sea f(x)=f + c1x'+ ... 
un polinomio con coeficientes complejos, donde n >0 - Entonces hay un número 
complejo x talquef(x)=0. 
Prueba: Supongamos quef(x) #0 para XES'. Seguidamente definamos f':s' 
-*S'f(x) =f(x)//f(x). Procedemos a calcular el grado def (deg(fl,). 
Supongamos primero que f(x) 4) para xcS' para todo x tal que /x/ < 1. Y 
definamos h: S' x 1 - S' por h(x,í) =ftnx,)//J('tx,.) / Entonces h es una homotopia de 
la aplicación constante f(0)//f(0) / af. Concluimos que e/cg (7) =0. 
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Definamos j:S'x I -,S' por 
1(1,1) = k(x,t)/lk(x,t)[, 
donde k(x,t)=J'2.f(x/t)=f + t(cix"4 + tcx" +...+r'c,). Entoncesjes una homotopía 
de f a r, y concluimos que deg(f)=n. Lo cual es una contradicción. 
2.3. El teorema del punto fijo de Brouwer 
A continuación plantearemos el famoso teorema de punto fijo de Brouwer's 
que fue probado por éste en 1912 con un enfoque de teoría de grado topológico 
algebraico. 
Brouwer no fue el primer en demostrar su propio teorema. Durante varios 
años, su nombre fue objeto de ataque debido a su inclinación filosófica e 
intencionista. 
En 1909, Brouwer realiza la demostración de su teorema en R3. En 1910, 
Hadamard, logra la demostración del teorema en R. Solamente en 1912 
utilizando el concepto de grado topológico, Brouwer, puede demostrar su propio 
teorema en R". 
Teorema 2.3.1. (De punto fijo de Brouwer).Si E: If -* U2 es una aplicación 
continua entonces existe talque F(f) 
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Prueba: Supongamos F.D'1 — IX no tiene punto fijo. Consideremos la aplicación 
G: [t'->S definida por 
G(x) =x-F(x)/l x-F(x) jj 
La cual es continua puesto que el denominador nunca es cero por hipótesis. 
Sea IT: 5l x 1 - S" definida como sigue. 
1J(x,1)=(I-i)x + 
	
(1-ox + t(x-F(x» 11 
El plan es hacer una homotopía de Go í a Jd (1 aplicación inclusión) lo que 
se quiere demostrar es que no hay aplicaciones desde D""  a s' cuya restricción 
es homotópica a la identidad. En primera instancia hay que mostrar que 11 esta 
bien definida o sea que el denominador nunca es cero. Si ¡'=1 entonces la 
expresión x-F(x) 
	
no es cero por hipótesis para cualquier x Para ts[O,]), 
entonces tenemos 11 (I-o)x+o(-F(x) 	x-tx+tx-tF(x) 	-Y-1F(X) I~ti-ti > o 
donde en la segunda desigualdad hemos usado el hecho que 	X Hl y 
jj F(x) 11 < 1. Así II esta bien definida y continua. Pero es claro que 





Después de conocer la construcción del grado topológico por el método algebraico 
.he llegado a las siguientes conclusiones. 
• Las homotopias no son únicas y pueden haber maneras diferentes de 
transformar un camino en otro. 
• El Grupo Fundamental es el paso o medio para llegar al algebra topológico. 
• La esfera es la única superficie cerrada cuyo grupo fundamental es el grupo 
trivial. 
• Cualquier espacio topológico homeomorfo a un espacio que tiene la propiedad 
M punto fijo también posee esta propiedad 
• El grado topológico puede construirse por el método topológico algebraico en 
espacio de dimensión infinita. 
• La presentación del grado topológico por el método antes señalados es más 
adecuado para tratar una serie de apliaciones entre otras ramas de las ciencias 
como la física, química, medicina y otras. 
• El concepto de grado topológico puede definirse en espacio de Banach de 
dimensión infinita, utilizando los resultados de el grado de Leray-Schauder. 
• El grado es una función a valores enteros por esto es constante sobre las 
componentes conexas del domino de las funciones, esta observación sirve de 
fundamento para desarrollar una presentación axiomática de la teoría de grado. 
• El teorema del punto fijo de Brouwer no es válido si lR se sustituye por 
cualquier espacio de Banach de dimensión infinita. 
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Lista de símbolos utilizados 
R = Recta Real 
= ( (x1, x2,.. . , x) ; xi e R, 1 ¡ ) u-espacio euclideano 
C = campo de los números complejos 
j= Intervalo cerrado unitario 
S"=[xERul 11 x 11 =1) 
IY={xet/ 	u disco cerrado 
r=(xcie/ 11 x <1, u disco abierto 
S" = [(xj, X2, . - 	 e 	: X2J + X2+... +x2 , = 1), esfera de dimensión u 
II, juntor contravariante 
A" = ((to 	t,J e 	¡Xjt =1 y 4 o~ O para todo i), simplex sta» dar 
= ((1, 4.) cR"/t, +... + 4, = 1 y 4 >O ) (n4)- dimensional simplex 
relación de /ionwtopía 
SisOflU)rflflIO 
C(X) -grupo abeliano libre 
degf = grado def 
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J# hotnonwrfisnw inducido 
1={0,1}cJ Sub conjunto del Intervalo Unitario 
fJ A 'RestriccioóndefaA';A 'cA 
S'=fxeC: xli =1) 
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